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Theorem 1. Suppose that there exist a complete orthon;ormal system {uk} of smooth 
furLctior~s irL L2(~) arrd a nulnerical sequence {~k} for u)hleh -Auk = ~kuk in ~ . Let 
f
~
 fk = f(x)uk(x)dx, f ~ L (~) 
an;d 
= y 6 ( k 1 ~k fiuk, fEL2(~), s~f ~ -A* ~ i ~ 
u)here 6 :~ (n+3)/2 . Suppose that f is a fur~ctiorL irL L2(~) regulated irL ~ . 
( i ) We have 
[Is~f6 -fllL~(K) = O(A~1) 
as A - oo for every compact subset K of ~ rf arrd or~ly rf AfeEL~.(~) 
(il) We have 
lls~fd -fllL~(K) = o(A~1) 
as A - oo for every cornpact subset K of ~ , rf arid orLly rf Af vanishes in. ~ . 
The objective of this thesis is to give a generalization of Theorem I , that is, to give a 
saturation theorem for more general class of operators, where we don't have no complete 
systems of elgenfunctions. 
Let S be a selfadjoint operator in L2(~), 6 ~ O and A > o . We define the bounded 
o perator 
s~ = - ~ (1 iSl ~ 
where t+ = max(t, O). sa is called the Riesz mean of order 6 with r'espect to S . 
For an operator T in L2(~). D(T) denotes the domain of definition of T. In this thesis 
we study, in particular, the Schrodinger operators. 
Let V be a nonnegatrve functlon m L~.(~) We conslder the operatol A = A+V in 
L2(~) with D(A) = C~(~) . Let A be a nonneg"ative selfadjoint extension of A . Now, 
our first aim is to express the operator s~ corresponding to A by generalized 
eigenfunctions and reduce it to more explicite integral transform. 
The author defines an ordered representation U of L2(~) with respect to A , the measure 
p and the set of multiplicity {ek} associated with U in section 3.1.1. p is a regular Borel 
measure whose support contained in (O, oo), {ek} is a sequence of Eorel sets in B and U 
is an isometry from L2(~) onto ekL2(ek' p) . She defines the generalized eigenfUnction 
system {uk} of A corresponding to U in Section 3.1.2. For each f~~L2(~) we have 
(Uf)k(t) = JCf(x)uk(x, t)dx. 
We denote thG Bessel function by J~ and the Bessel function of the second kind by Yfi . Let 
~o = n/2-1. S"~1 denotes the unit sphere in R" , (J denotes the Lebeegue measure on S"~l 































Proposition 2. Suppose that f is a fur~ctioll in L2(~) regulated irL ~ . Let s;6. be the Rlesz 
mearL of order 6 u)ith respect to a r~or~rtegative selfadjoi,Lt exterLsioll A of the Laplace 
-A in; L2(~) Lvhere 6 > (n-3)/2 . Suppose that K is a compact subset of operator A = 
~ arid K' is a closed subset of K LUith dist (K', K') > o . Let I < p ~ oo . 





 llsJ6 -fllLp(K,) ( rf (n-3)/2 < 6 < (n+3)/2 Ovr~7~~ 
O(~~1) rf 6 ~~ (n+3)/2 
as ~-oQ. 
(li) If fE Lp(K) arrd Af varLishes irL K, then 
lls~f fjlLp(K,) = ( ) oVrT77~T 
as A~*co. 
Let 
= ~ aj(x)D A (1) 
fjl ~ ~ 
be a chfferentlal operator where J (JI j2 ""'j,,) , Ijj = jl+j +' ' ' +j~ , aj ~~ L~.(~) arrd 
Dj = (-1)]jl(6/6x )jl(6lax )J2 (6/6x,=) We consider A as an operator m L (~) wlth 
D(A) = C.~(~) . Suppose that A is formally selfadjoint and A is a selfadjoint extension of 
A. 
Let {KA(t)} be a sequence of bounded Borel functions on 1~ , {el} be a positive numerical 
sequence, q'(t) be a Borel function on R and 
k (t)1 
ip (t) = ~1q'(t) (2) 
Suppose that 
(3) sup} ip (t) I < oQ (4) Ilm ip (t) = I for any t ~~ R . 
;.,t ~ ~ 
The author proves the following theorem in Chapter 2 : 
Saturation theorem. Let A be a formally selfadjoir~t drfferentied operator (1) u)ith coefficlerLts 
aj ir~ L~.(~) . Suppose that A is a- selfadjoir~t exter~siorl of A . Let {ka(t)} be a seque!Lce 
of boun;ded Borel fur~ctior~s orL R , {e~} be a positive rLumerical sequerlce arrd ip(t) be a 
I~orel furtctlor~ orL B such that the sequer~ce {ip~(t)} given by (2) satisfies (3) arid (4). Let 
fE L2(~) , K be arry cornpact subset of ~ and I < p ~ oo . 
(i)If 
( ~ ~ O(el) liki~A )f-fllLp(1() = 
as ~- oo , then ep(A)fELp(K) . 
(li) If 
( ~ ~ o(e~) f:kR~A )f-fIILp(If) = 
as ~ - oo , th.en q)(A)f. van.i.sh.es i!1 K . 
By the propositions and the saturation theorem, we have the following theorems ; which are 
main results of the Lhesis. 
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 Theorem2.Sμρρosθぬα古γεsα几01肌ε9磁。θ∫μノ10乙ぬπZη五駕,(Ω).Lε乙slわθ疏θR紹s2η1εαη
 o∫ordεrδω記1τだεsρεe茜色。α几。η,1τεgα乙∫oθsεびαψoε1πθエ乙θπsεoπノ40∫ノ4=一△十7ぬし2(Ω)
 ωんεrθδ≧(η十3)/2.Sαp∫)os2志んα6∫εsα,ブμ几αめη匠ηL2(Ω)rθg認α乙εゴ疏Ω.ゐα
1<P≦oo.
 (i)餓α〉n/4αη4∫∈D(矛).S卿・s2〃鷹栢sαc・η・P硫sθ伽Ωα几4K%α
 cZ・s2dsαわsε乙・∫一κ磁/τdls五(κノ,κo)>0、4∫α屈(一△+γ)∫∈五P(κ),伽几
 IIs皇プー∫llLρ(κ')=0(λ一i)
 αsλ一〉OQ.
 (H)&のρOSε乙んα芒K乞Sαご0η1Pασ乙SαぬΩ.び
 IIs2た∫IlムP(κ)一〇(λ一ユ)
 αsλ→。。,む/τε几(一△+7)∫∈Lρ(κ).
 (血)Lεむα>n/4α屈∫∈D(矛).S卿・s幽αオ眉sαc・即αcオs伽Ω副κ'オsα
 cl・sε4sωわsεω∫.κω娩4乞sオ(κ',κ`)>0.〃∫・α漉1τεsオ1』κ,乙h2几
 1し離一∫賊κ'声・(ズ)
αsλ→OG.
 (iv)S塑ρos碗んαむκ∠sαco叩αo乙s2面ηΩ、写
 1]S歌一ル(κ)一・(λ一1)
 αsλ→。。,乙舵η(一△+y)∫砿ηオs舵sぬκ.
 Tぬe・rem3.Lε乙s価θ乙1τεR乞εs2肌εαη・∫・rdεrδω漉rεspεα乙・αη・η几θ9α號sθびαψb厩
 2x伽s∠・η且・∫ガ=一△加L2(Ω)ωんεrεδ≧(η+3)/2.Lεげわεα加吻几加L2(Ω)
 rε9認α`ε4読Ω.S員ρposε乙んα乙∫∈≡.乙3。。(Ω)ωんεrε1〈ρ≦oo.
 (i)1乙んoZds乙んαむ
 11詩ゴ順κ)一〇(λ一ユ)
 αSλ→。。∫・rθ・θrッ00叩αe乙SακオηΩびα雇・吻4△∫∈五ヲ。。(Ω).
 (廿)1オ1τoZ4s乙んα乙
 IISウール(κ)一・(λ一1)
 αsλ→oo∫orεoεrlyooηzραoオsακ加Ωびα几40几1ツヴム∫oα1πs1τεs加Ω.
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 論文審査の結果の要旨
 関数をマルチプライヤーによって定義される線形作用素列によって近似する場合,一般に,近似可能性
 の限界,つまり,飽和現象がおきることが1949年M.ザマンスキーによって発見された。以来,数々の
 研究がなされ,フーリエ級数による近似,多項式による近似における飽和現象はほぼ解明されたといって
 よい。本論文の目的は,多次元ユークリッド空聞における一般領域におけるシュレディンガー作用素の
 固有関数による関数の級数展開に対するリース和に関する飽和現象を研究したものである。それは,多変
 数フーリエ変換のリース・ボッホナー和の飽和現象をモデルとし,一般の楕円型線形作用素に関連する固
 有関数展開に関する飽和現象を解明することをめざす研究である。
 先ず,ユークリッド空間における一般の開領域上のL2(Ω)上の自己共役作用素Sに対しリース和は作
 用素族㌶=(1一!SI/λ又によって定義される。本論文では,特に,作用素としシュレディンガー作用素
 A=一△+yを考察している,ここで,△はラプラシアン,yは有界,非負関数である。谷垣は,関数
 ∫∈L2(Ω)に対しsケを一般化した固有関数展開によって表示し,さらに第一種,第二種のベッセル関数
 をもちいて,それを更に具体的に4っの積分変換の和にとして表わし,s躯を評価可能な形に導いた。
 それによって,
 (1)領域Ωの任意なコンパクト集合上における近似値聴診一∫IIρの評価を与えた。
 (2)一定の条件のもとで,Ωのコンパクト集合上において,IIs躯一∫llρ=0(λ一1)であるための必要十分
 条件は,A∫=0であることを示した。
 (3)・4がラプラシアンの場合は飽和のクラスは△∫=0であって,次数は。(λ一1)であることを証明した。
 これら本論文において述べられている研究結果,内容と計算能力は,自立して研究活動を行うに必要な
 高度な研究能力と学識を示している。したがって,谷垣美保提出の論文は,博士(理学)の学位論文とし
 て合格と認める。
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